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ABSTRACT 
The thickness of the n-dimensional cube-graph W" is 
where {x} denotes the least integer ~>x. This result follows by using Euler'S polyhedron 
formula nd a partition of the (4p -- D-dimensional cube-graph inp planar subgraphs. 
Ein Graph heii3t eben, wenn er sich in der Ebene ohne ~rberschneidun- 
gender  Kanten zeichnen lgl3t. Unter der Dicke eines Graphen G versteht 
man die Minimalzahl ebener Teilgraphen t(G), deren Vereinigung Gist. 
Ftir einige Graphen ist die Dicke bereits berechnet. So haben z. B. 
L. W. Beineke und F. Harary [1, 2] gezeigt, dab die Dicke des voll- 
st~indigen Graphen mit n ~ --1, 0, 1, 2, 3 (mod 6) und n =/= 9 Knoten- 
punkten 
n+7 
ist ; L. W. Beineke, F. Harary und J. W. Moon [3] zeigten, dab die Dicke 
des vollst~indigen paaren Graphen mit (m, n) Knotenpunkten 
1 mn I t(Vm..) = 2(m+n- -2 )  
ist, mit der m6glichen Ausnahme, wenn mund n beide ungerade sind und 
eine nattirliche Zahl q existiert, so dab 
[2q(m -- 2)] 
n = / m -- 2q / 
* Meinem Lehrer, Herrn G. Ringel, der mich zu dieser Note angeregt hat, m~Schte 
ich fiir viele wertvolle Diskussionen und die wohlwollende F6rderung dieser Note 
herzlich danken. 
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ist. Es bedeuten hierbei {a} die kleinste ganze Zahl ~> a und [a] die grtil3te 
ganze Zahl ~< a. 
In dieser Arbeit soll die Dicke des n-dimensionalen Wtirfel-Graphen 
W '~, das ist das System der Eckpunkte und Kanten des n-dimensionalen 
Wiirfels, bestimmt werden. 
Die Dicke des n-dimensionalen Wi~rfel-Graphen W n ist 
Zum Beweis wird dem n-dimensionalen WiJrfel-Graphen folgende 
spezielle Lage gegeben. Ein Punkt 
P = (xl ,  x2 ..... xn) 
im R '~ ist genau dann Knotenpunkt des Wiirfel-Graphen, wenn fiir alle 
j = 1, 2,..., n die Gleichung [xj I = 1 gilt. Zwei Knotenpunkte sind genau 
dann durch eine Kante verbunden, wenn sie sich in ihrer Darstellung in 
genau einem Vorzeichen unterscheiden. 
Die Knotenpunkte des W * lassen sich mit zwei Farben --1 und + l ,  je 
nachdem, ob x lx2  ... x,~ = --1 oder +1 ist, zulgssig f~irben, d.h., die 
Knotenpunkte werden mit zwei Farben so gef~irbt, dab die Kanten nur 
Knotenpunkte verschiedener F~irbung miteinander verbinden. Damit 
sind der W'* und alle seine Teilgraphen sogenannte paare Graphen. Fiir 
paare ebene Graphen mit /~, v )2  Knotenpunkten folgt mit Hilfe der 
Eulerschen Polyederformel [4], dab die Anzahl der Kanten 
k ~< 2(/~ + v -- 2) 
ist. Im n-dimensionalen Wiirfel-Graphen ist die Anzahl der Knoten- 
punkte/z q- v = 2 ~ und die der Kanten k = n 9 2 ~-1, so dab fiJr n >/4  
ftir die Dicke 
n 9 2 n -1  
gilt. Hieraus folgt durch eine Abschatzung zusammen mit 
die Ungleichung 
ftir n ) 1. 
t (w  1) = t (w  2) = t (w . )  = 1 
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Es soll jetzt eine Zerlegung des W 4~-1 in p ebene Teilgraphen angegeben 
werden, so dab auch 
t(W") ~ t n+ 1 t 
4 t ( 
bewiesen ist. 
Hierzu wird die Kante, die die Knotenpunkte 
(xl .... , x~_l, -k 1, xj+l ,..., x,~) und (xx .... , x~-_l, --1, / J+ l  , ' ' "  Xn) 
verbindet, mit den Koordinaten des Schwerpunktes 
(xi ..... x~-_i, 0, x~+l ..... x~) 
bezeichnet. 
Der (4p --  1)-dimensionale Wfirfel-Graph soll jetzt folgendermaBen i  
Teilgraphen G1, G~ ..... G~ zerlegt werden: 
(1) Die Kanten, die in ihrer Schwerpunktsdarstellung an der Stelle 
j = 4k -- s mit s = 0,1 oder 2 eine 0 haben, sollen im G~ liegen. 
(2) Die Kanten, die eine 0 an der (4k -- 3)-ten Stelle (k = 1, 2,..., p) 
haben und fiir die k ~ p oder x4k-2 = x~k+x gilt, sollen auch im Gk liegen. 
(3) In den verbleibenden Kanten mit einer 0 an der (4k -  3)-ten 
Stelle wird jeweils die kleinste ganze Zahl i ~> k -? 1 gesucht, fiir die 
x4i-2 = --x4i+1 gilt. Existiert ein solches i, so soll die dazugeh6rige Kante 
im Gi, andernfalls im G~ liegen. 
Es ist dann jede Kante des W ~f-1 in genau einem der Teilgraphen 
G1 , G2 ,..., G~ . 
Im folgenden soll gezeigt werden, dab diese Teilgraphen G1, G2 .... , G~ 
ebene Graphen sind. Dazu wird ein beliebiger Teilgraph Gk mit k ~ p 
betrachtet. 
Nimmt man im Gk zun/ichst nut die Kanten mit einer 0 an der Stelle 
4k -- 2, so bilden jeweils zwei Knotenpunkte, die sich in der (4k -- 2)-ten 
Stelle unterscheiden und in allen fibrigen Stellen fibereinstimmen, Wege 
der L~nge 1 (einzelne Kanten). In jedem dieser Wege der L/inge 1 gibt es 
deswegen einen Knotenpunkt mit x~_2 ~-- x4~+1 9
Nimmt man noch alle Kanten des Gk mit einer 0 an der Stelle 4k -- 3 
hinzu, so werden zus/itzlich die Knotenpunkte miteinander verbunden, 
die sich in der (4k -- 3)-ten Stelle unterscheiden und ffir die x4k-~ = x4k+l 
gilt (hath (2)). Da in jedem der obigen Wege der L/inge 1 genau ein 
Knotenpunkt mit x4~-2 ---- x4k+l liegt, erh/ilt man Wege der L/~nge 3, in 
denen jeweils 2 2 Knotenpunkte liegen, die sich paarweise hSchstens in den 
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Stellen 4k --  2 oder 4k - -  3 unterscheiden und in allen fibrigen Stellen 
iibereinstimmen. 
Nimmt man allgemein an, dab alle Kanten des Gk mit einer 0 an den 
Stellen 4k - -2  oder 4 (k - - r ) - -3  (r =0,1  ..... q - -  1 ~<k- -2 )  Wege 
der Lgnge 2 q+l --  1 sind, in denen jeweils 2 q+l Knotenpunkte liegen, die 
sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k -  2 oder 4 (k -  r ) -  3 
(r = 0, 1 .... , q --  1) unterscheiden und in allen tibrigen Stellen iiberein- 
stimmen, so liegt in jedem dieser Wege der L/inge 2 q+l --  I ein Knotenpunkt 
fiir den x4k-2 = -x4k+l, x4t-2  = X4t+l  ( t  = k - q -k 1, k - q -k 2,..., k - 1) 
und x4tk-q)-2 : - -x4(~-~)+1 gilt. Diese Knotenpunkte sind sogar End- 
punkte der Wege der L~inge 2 ~+~-  1, da fiir die Knotenpunkte, die 
bereits mit zwei Kanten inzidieren, x4t-~ = --x4~+1 ftir mindestens ein 
t = k --  q -k 1, k --  q + 2,..., k --  1 gilt. Beim Hinzuftigen aller Kanten 
des G~ mit einer 0 an der Stelle 4(k --  q) --  3 (nach (3)) werden daher je 
zwei Wege der Liinge 2 q+l -  1 zu einem Weg der L~inge 2 q+2 -- 1 ver- 
bunden. In diesen Wegen der L/inge 2 q+2 -- 1 liegen dann jeweils 2 4+2 
Knotenpunkte, die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k -- 2 oder 
4(k -- r) - -  3 (r = 0, 1 ..... q) unterscheiden und in allen iibrigen Stellen 
tibereinstimmen; und umgekehrt liegen irgend 2 q+~ Knotenpunkte, die 
sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k --  2 oder 4(k -- r) -- 3 
(r = 0, 1 ..... q) unterscheiden und in allen tibrigen Stellen tibereinstimmen, 
in genau einem dieser Wege. 
Nach dem letzten Schritt folgt fiir q = k -- 1, dab alle Kanten des 
G~ mit einer 0 an den Stellen 4k --  2 oder 4i --  3 (i = 1, 2 ..... k) im GT~ 
Wege der L/inge 2 k+~ -- 1 bilden, in denen jeweils 2 k+l Knotenpunkte 
liegen, die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k --  2 oder 4i -- 3 
(i = 1, 2 ..... k) unterscheiden und in allen tibrigen Stellen tibereinstimmen. 
Ffir die Endpunkte der Wege gilt 
x4k_ 2 = - -X4/c+ 1 , X4t_ 2 = X4t+l (t  = 1, 2 .... .  k - -  1) und Xl = §  
Um den ganzen Gk zu erhaIten, mtissen noch alle Kanten mit einer 0 an 
den Stellen 4k --  1 oder 4k hinzugefiigt werden. 
Betrachtet man jeweils 4 verschiedene Endpunkte obiger Wege, fiir die 
x~ = -kl ist und die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k -- 1 oder 
4k unterscheiden und in allen tibrigen Stellen fibereinstimmen, so liegen 
diese 4 Endpunkte jeweils in 4 verschiedenen Wegen, die sich zueinander 
isomorph abbilden lassen, so dab die 4 Endpunkte einander entsprechen. 
4 verschiedene Knotenpunkte, die in diesen 4 Wegen yon den eben 
betrachteten Endpunkten jeweils die gleich Entfernung haben, unter- 
scheiden sich paarweise hSchstens in den Stellen 4k -  1 oder 4k und 
stimmen in allen iibrigen Stellen tiberein. Ftigt man (nach (1)) alle Kanten 
mit einer 0 an den Stellen 4k --  1 oder 4k hinzu (diese Kanten sind in 
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Abb. 1 gestrichelt gezeichnet), so entstehen zusammenh~ingende eb ne 
Teilgraphen ach Art der Abb. 1. Da bei dieser Konstruktion alle Kanten 
des G~ verwendet wurden besteht der Gk aus 2 4~-k-4 solcher ebenen Teil- 
graphen mit je 2 k+4 -- 4 Kanten, so dal3 der G~ aus 2 4~ -- 2 4~-k-z Kanten 
besteht. Die Graphen G1, G~ . . . . .  G~_  1 sind somit eben; sie enthalten 
zusammen 
a0--1 
~, (2 4~ -- 2 '~-k-~) = (4p -- 5) 2 '~-2 q- 2 a~-I 
k=l  
Kanten. 
[ . . . .  
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ABB.  I 
Ftir den G~ 1/il3t sich eine entsprechende Konstruktion angeben. Man 
nimmt dort zun/ichst alle Kanten mit einer 0 an der Stelle 4p -- 3 und 
erh~ilt Wege der L/inge 1 (nach (2)). In jedem dieser Wege gibt es einen 
Knotenpunkt mit 
X4(~_ I ) _  3 : - -X4(~_1)+1.  
Fiigt man nach (3) alle Kanten des G~ mit einer 0 an der Stelle 4(p -- 1) -- 3 
hinzu, so werden zus~itzlich die Knotenpunkte verbunden, die sich an der 
Stelle 4(p -- 1) -- 3 unterscheiden und fiir die 
X4(~o_ l ) _  8 = - -X4(~_ l )+ l  
gilt. Man erh~ilt Wege der Lgnge 3, in denen jeweils 2 2 Knotenpunkte 
liegen, die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4p -- 3 oder 4(p -- 1) --3 
unterscheiden und in allen tibrigen Stellen iibereinstimmen. 
Nimmt man allgemein an, dal3 alle Knotenpunkte des G~ mit einer 0 an 
einer der Stellen 4 (p - - r ) - -3  (r =0,1 , . . . ,q - -  1 ~p- -2 )  bereits in 
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Wegen der L~inge 2 ~ - -  1 sind, in denen jeweils 2 q Knotenpunkte  liegen, 
die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4(p - -  r) - -  3 (r ----- 0, 1,..., q - -  1) 
unterscheiden und in allen i ibrigen Stellen i ibereinstimmen, so gibt es in 
jedem dieser Wege einen Knotenpunkt  mit  
X4(~_q)_  2 = --X4~_q)_bl 
und 
x4t-2 = x4t+l (t = p --  q 4 -1 ,  p - -  q 4- 2 ..... p - - l ) .  
Nach (3) kann man alle Kanten des G~ mit r 0 an der Stelle 4(p - -  q) - -3 
hinzuftigen und erh~ilt Wege der L~nge 2 q+l - -  1 mit jeweils 2 q+l Knoten-  
punkten, die sich paarweise hSchstens in den Stellen 4(p - -  r) - -  3 
(r = 0, 1,..., q) unterscheiden und in allen i ibrigen Stellen iiberein- 
stimmen. Dieses Verfahren f fh r t  man bis q = p - -  1 fort. Die Wege sind 
dann wieder zueinander isomorph, so da[3 man beim Hinzufi igen aller 
Kanten mit einer 0 an der (4p-  1)-ten oder 4p-ten Stelle 2 3p-3 Teil- 
graphen mit  je 2 ~+3 - -  4 Kanten des G~ vonder  in Abb.  1 gezeigten Art  
erh~ilt. Da  bei dieser Konstrukt ion alle 2 4~ - -  2 ~'-1 Kanten des G~ benutzt 
wurden, ist auch der G~ eben. 
Die G1, G2 ,..., G~ sind somit alle ebene Graphen und enthalten zu- 
sammen alle (4p - -  1)2 4~-~ Kanten des (4p - -  1)-dimensionalen Wiirfel- 
Graphen. 
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